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1 Polyndémes

Exercice 1 - Continuité des racines d’un polynéme, K =R ou C

Soit (Py) une suite de polynéme scindés de K|[X], de degré N, qui tend vers un polynéme P scindé
de degré N.

On munit K[X] de la norme ||.||; définie de la maniére suivante :

lap + a1 X + ... + an X" |1 = |ao| + |a1| + ... + |an]

Montrer que I'on peut supposer Py et P unitaire (ce que ’on supposera a partir de maintenant).
Montrer que si z est une racine de P alors |z| < || P||1.

En déduire que I'ensemble des racines des Py est borné.

= W =

On va démontrer la propriété (P) : Si z est une racine de P de multiplicité p alors quelque soit
g, pour n assez grand, B(z,¢) contient exactement p racines de Pg. On raisonne par I’absurde
en supposant vraie la négation de (P).

(a) Montrer que 'on peut alors construire une extraction 1 : N — N telle que :
Yk 21, e —anpml 2 12— an-1pm] 2 2 2 = 2pgm| 2 €

ol Z1 k, T2k, ---, TN,k sont les N racines de Py,
(b) Montrer que I'on peut supposer que les (; k) ) sont des suites convergentes pour tout
i€ [1,N].
(c) On note y; = nEToo T (k) -
N
Montrer que Py ) tend vers H(X — ;) et en déduire une contradiction.
i=1

5. Montrer que 'on peut se passer de I’hypothése "P est scindé".

2 Espaces vectoriels normés

Exercice 2 - Théoréme d’Auerbach
Soit E un espace vectoriel normé de dimension n. On pose S = {z € E/ ||z| = 1}.

1. Si (e1,e9,...,e,) est une base de F, montrer la formule :

e*(x) _ det(€17 ey €1y Ty €1y ey en)
det(eq, €2, ..., €)

2. Montrer qu'il existe une base (e, ea, ..., e,) de E, avec ||e;|| = 1 pour tout 7, tels que pour tout
(1,22, oy 1) € S,
| det(z1, x2, ..., zpn)| < | det(eq, e, ..., en)]

3. En déduire que ||e;|| = 1 pour tout i (théoréme d’Auerbach)

Exercice 3 - Etude d’une norme de matrice
n

Soit E un espace hermitien muni du produit scalaire usuel (x,y) = E Z;y; et de la norme associée.
i=1
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1. Soit Ae M,(C)et fa: E — C
(z,y) = (Az,y)

Que vaut  sup |fa(z,y)|?
llzll, [yl <1

1
2. Pour n € N* fixé on considére la matrice de Hilbert H,, définie par h; ; = 1
i

Le but est de montrer que ||H,| < 7 pour tout n.
(a) On note ¢ : R — C la fonction 2r—périodique définie par ¢(t) = i(2m — t).
Calculer les coefficients de Fourier ¢, de ¢, et calculer ||| oo-

(b) Montrer que pour tout (y1,¥y2, ..., yn) €t (1,22, ..., 2,) dans C"

yix 1 o N N
Jtk L L —ijt —ikt
s L () (S o

1<5,k<n J=1 k=1

N 2 N 1/2
L1 YTy .
(c) En déduire que Z J < ||9lloo Z:|yj|2 Z\aﬁk\Q puis que ||H,| <7
—  j+k ,
1<5,k<n j=1 k=1



