Stage « calcul formel - éléments d'analyse numérique »,

1. Généralités :

Le calcul numérique classique présente un probléme majeur : la non-connaissance par la

machine de nombres réels.

v gx 3 ne peut jamais faire 1 (d'ailleurs c'est encore plus complexe a expliquer aux

étudiants lorsque la machine affiche ... 1), sauf en calcul symbolique.

- 1/3+1/3+1/3;

> Digits:=2000:1.0/3.0+1.0/3.0+1.0/3.0;

9BRIR0HHIRI0HRIRI IR0 00000 0H00500000550000550090530990539930539905590205 30020500050 30005000055000055000955009953999955993 05599255
SORHIR0HRII0HH000 000000 000050000055000055009055099053999053000559020500023900050000050000050000550099539099539030559930539225550235,
il s dssaidasg el ldblpanalasissasaasaaiaisss i andssa sl el
il s dssaidasg el ldblpanalasissasaasaaiaisss i andssa sl el
il s dssaidasg el ldblpanalasissasaasaaiaisss i andssa sl el
il s dssaidasg el ldblpanalasissasaasaaiaisss i andssa sl el
il s sl sl el
il s sl sl el
il s sl sl el
B a e a0 R e e e e e e e aE 0 a e e e a e DR e s DR 0aa R a0 0 Ra000Ra0000Ra0000R0000R0000000000005000005005005055090005509000550005
9955955055905055905555955555955555955855955355055355055055055055555055555055555050559055550055559553559553559053550553530559555550555,
9955955055905055905555955555955555955855955355055355055055055055555055555055555050559055550055559553559553559053550553530559555550555,
9955955055905055905555955555955555955855955355055355055055055055555055555055555050559055550055559553559553559053550553530559555550555,
5055955055905055965055365055355055055055055055055055055053055055055058055050555050550050550050550550559550550550550550550550550550550,
5055955055905055965055365055355055055055055055055055055053055055055058055050555050550050550050550550559550550550550550550550550550550,

59559

6
v" Il faut bien expliquer a I'étudiant explorant ln(i%) ayant pour limite 1 en O ce qui

apparait sur I'écran de sa calculatrice.

> fi=x->1n(1+x"6) /x"6;

:':-> for i from 9 to 13 do Digits:=i; £(0.01),£(0.02)

0004

000z o 0002 0004

(1 +2%)
drx )

&
x

,E£(0.03); od;

Dhgits =9
0,0,0
Digits = 10

* 0,0, 1.371742112

Digits = 11

! 0, 15624995959, 96021947841

Digits = 12

0,.937499599972, 1.00137174175

Digits = 13

PRROROD00090S, G000R0RIHIERE0, HRPRIIRINE35S

v" Un calcul de déterminant (matrice inversible ? colinéarité ?) ou de discriminant peut
s'avérer non nul alors qu'en réalité il 'est (par exemple, que donne une calculatrice

avec l'équation x* — 2v2x + 2 = 0 ?).

v' Le calcul formel sait manipuler les expressions ; la plupart du femps
sont exacts (on retarde les problemes d'arrondis).

, les résultats
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v' A la calculatrice, ce n'est pas toujours seulement la derniere décimale qui est
fausse :

» Pi®"(Pi"Pi) /10720 ,;for i from 5 to 10 do evalf(Pi"(Pi”"Pi)/10720,i) od;

1 ()
100000000000000000000

0134186

0133988

01340216
013401701
0134016366
01340164240

Nous verrons qu'il est assez facile d'utiliser un systéme de calcul formel comme une
calculatrice « évoluée » (manipulation d'objets, calculs de dérivées...). Cependant, pour
mieux exploiter cet outil puissant, de bonnes connaissances en mathématiques et une
formation sont indispensables.

Les étudiants vont posséder de plus en plus des machines « formelles » ; I'enseignant
pourra étoffer sa fagon d'enseigner. Mais d'autre part il va étre confronté a des
difficultés particulieres Par exemple, deux machines fourniront des résultats (en
apparence) différents.

TI- Nspire
- fr=x->(sin(x)-1)/(cos(x)-1); I RAD AUTO REEL a
; _ si.n[x:|—1 A
f=r= )| J-(ccs(:r)ﬂ)dJc

COS(I)‘] -([cos(x}'d)-]n“cc&(xh 1|:|Psl:'.1,x”
- int (£(x),x); coslx)+1

1 112

——-2ljtm +lnl+tan5x

1/

Les problemes de simplification d'expressions ne sont pas simples en calcul symbolique -
dailleurs, qu'est ce qu'une expression « simple » ?). Les sujets d'examens devront dans
un futur proche, tenir compte des nouvelles possibilités de calcul of fertes aux
étudiants.

un étudiant cherchant a résoudre

mx+y=1 . .

{x +my = 1 9Pres affichage sur sa | solve({mtx+y=1,xmty=1}, (x,y});

calculatrice prendra t-il en compte ! !
lecasm=-1? [x:m,y:m]

Etlecas m=12?
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Maple ne sait pas faire que du calcul symbolique ; nous verrons quelques problémes liés
a l'analyse numérique.

L'analyse numérique est la mise en pratique d'algorithmes permettant la résolution de
problemes principalement liés a I'analyse (réels, complexes, algebre linéaire, équations
différentielles ...). Ces problémes possedent parfois des solutions exactes, obtenues
parfois a I'aide de calcul formel (mais si le résultat est In(2) ou V3 encore faut-il
fournir une valeur approchée de ces résultats).

v" Le plus souvent des méthodes itératives sont nécessaires afin de déterminer une
approximation.

v' Se posent alors les problemes de convergence.
v' Des problemes d'efficacité (rapidité des calculs) : un exemple classique est la

méthode de Horner plus efficace que le rangement des polynémes par puissances
décroissantes pour le calcul de valeurs.

readlib{co=st):
Pi=x*4 - 2%x"F + X2 - 2%x + 1
cost (P} ;

factor (P ,sqrt{2)}:
P:=r4—2x3+x2—2x+1

& addiiions + & mulfiphcafions
{xz—x+ﬁx+1}{xz—x—ﬁx+1}

= convert (P, horner) ;
cost{"});

L+i-2+{1+{-2+x1x0x0 x
& addiiions + 3 mulfiphicafions

v" Pour résoudre des systémes linéaires ou pour déterminer la plus grande valeur
propre, le type de matrice (creuse, quasi diagonale, ..) peut amener des choix
différents de méthodes.

v" Des problemes de codage des réels : la précision est limitée, donc le nombre de réels
disponibles est nombre limité ; I'addition n'est plus associative (par exemple, avec
a=103b=-103%c=1 (a+b)+c=1#0=a+ (b+c) ). Dans des sommations,
selon comment les termes de la suite sont présentés, le cumul d'erreurs peut amener
des résultats variables ; on retrouve ce probléme dans la calcul matriciel, dans des
méthodes algorithmiques de résolutions d'équations, etc...

v" Des problemes de stabilité (conditionnement : influence de la précision des
conditions initiales ou propagation des erreurs lors des calculs intermédiaires).
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> restart:Limit{(1+1/x)"x, x=infinity)=1limit((1+1/x)"x, x=infinity);
Digits:=40:exp(l)=evalf{exp(l)),
n:=1000:
w [141)
lim 1+4—| =e
X —»oo .

e =2 71R2E1828455904523536028747 1352662497757
> z:=1l:y:=1+1/n:
> for i from 1 to n do z:=z*y od:
(1+1/n)"n =evalf(z);

(1+1m) = 2.716923932235892457383088121947577188964
Exemple de systéme bien conditionné :

- restart:eql:=x+y=2,;eq2:=x+8%*y=2;solve({eql,eq2}) ,
el =x+y=2
egd =x+8y=2

{x=2,y=0j}
> eql:=x+y=2;eq2:=x+8%y=2.00001,;solve({eql,eq2})

gl =x+y=2
egl =x+8y=200001

{»= 1428571425 10_5,x:=1.9999985?1}

Exemple de systéme mal conditionné :

> aql:=x+y=2,eq?:=x+1.0001%y=2 solve({eql,eq?2}})

egl =x+y=2=2
ggs =x+ 1.0001y=2
y=0x=21}
» eql:=x+y=2,eq2:=x+1.0001%y=2 0001 ;solve({eql,eq?});
el =x+yv=2
eg =x+ 1.0001 y=20001
fv=1,x=1}

v" Dans un programme les égalités dans les tests posent difficultés (aussi, on écrit
souvent des conditions sous la forme |x —x'| < ¢ ).

v" L'approximation de fonction subit le phénomene de Runge. On connait aussi le
phénomene de Gibbs pour les séries de Fourier.
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I’interpolation par | - *:-[%.2,5.5,4,7,10,151:

A s Ei=x->3-10/(1+x) ;
le polyndme de 10
f=r 3o ——

Lagrange n’est pas r+1
. - Yi=map(f,6 X);
uniforme.

-114 72318

=l LT
323 411 8

- p:=interp(X,Y,x);

17 L 6 469 5 613 4 20219 3 14495 o 15585 4053

= - X+ x x+ + x
101376 2112 S06E8 6336 23792 6336 2816 704
- plot{{f(x),p},x=0..20,y=-10..40,color=BLACK) ;

v Les prévisions météo... ne sont pas toujours fiable, isn't ?

Weather forecasts
arc not always rehable. .. [w

Computation
Modeling the atmosphere error
evolution by a system of PDE’s

&

3
s
¥

T
R
ir-\“a ral
= U T b
Fanﬂ S {Eﬁ
- -
{Et = (i) Solving numerically this system
3 Modeling with a (big !) computer
- error
() .
Data Typical example
error of mathematical modeling

and computer simulation

Measuring the current weather
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2. Prise en main du logiciel Maple :

v' Utiliser un logiciel de calcul formel demande un certain apprentissage : autant
choisir un logiciel mondialement connu (I'autre référence étant « Mathematica ») et
tres diffusé en classes préparatoires depuis plus de 15 ans.

v" La syntaxe utilisée par les autres logiciel (Mupad, Xcas, Derive...) ou par les
calculatrices formelles (TI-Nspire ..) est trés inspirée de celle de Maple.

v' Son interface graphique est rudimentaire, mais la partie « programmation » est un
outil extrémement intéressant

v" Maple n'a pas de réelle limitation (en principe ne dépend que de la machine sur lequel
le logiciel travaille)

Lors de ces séances, la prise en main de ce puissant logiciel sera faite avec de
nombreux exemples exploitables au lycée et en post-bac :

- résolutions : équations, équations différentielles, suites récurentes

- polyndmes (simplifications, approximations), fonctions

- différents types : entiers, complexes ; problémes liés aux réels

- algebre linéaire (incontournable), systémes, valeurs propres

- programmation ; algorithmes indispensables (Newton, approximations d'intégrales,
accélération.

3. Des pistes pour l'utilisation au lycée (et au college):

v' Lors d'exercices, il peut €tre intéressant de contrdler un développement, une
factorisation, une simplification d'expression contenant des puissances, des
logarithmes ... Dans le chapitre des fonctions, de substituer -x ou bien x+k a x afin
de déterminer un élément de symétrie, de vérifier une dérivée .... Cependant se
posera la question de l'utilisation d'un tel outil (apport pédagogique ou gene dans
I'apprentissage de techniques ?).

v" Lors d'une activité, on peut €tre géné par la technique (une équation dont on ne
conndit pas la méthode de résolution, un développement ou une factorisation
complexe, un calcul de dérivée ou d'intégrale difficile, une substitution de variable
dans une expression, une simplification de “Z—: ).

v' Les premiers contacts des étudiants avec un logiciel de calcul formel apportent une
certaine fascination. Mais les questions mathématiques ne disparaitront pas pour

autant.
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v" Des innovations seront sans aucun doute a venir dans les situations d'apprentissage
et dans les sujets d'examens.

v' Il est bon de se rappeler aussi que le collégien est fortement plongé dans l'univers
formel (formules de distributivité, opérations sur les fractions, les puissances, les
racines..., formules d'aires, de périmeétres, de volumes...). Il apprend a transformer
des expressions, écrire une expression en fonction d'une variable, substituer. Il est
clair que [I'utilisation d'un logiciel de calcul formel doit se faire de fagon
homéopathique sous peine de shunter tous les processus d'apprentissages.

® Autant de décimales pour Pi, ca sort de l'ordinaire et c'est souvent une révélation pour
un éleve de seconde ; mais comment obtient-on ces décimales ?

leigit;:;ZOOO:
> evalf(pPi)
3.14159265308979523E46 264338327000 2884 197 169399375 105820974 944 5923073 16406 286 205995628034 32534 2117067982 145086 51228230664 7093544609550

SB223172535940812848111745028410270193852110555964462204895453038 19644288 1097566503344 61284 7564823378678316527120190214564856652346034
486104543266482133936072602431412737245870066063 1558817488 1520920262829254091715364367852590360011330530545520466521384146951941511604
9433057270365759591953052186117381593261173310511854807446237356 274056735 188575272489 1227938 183011245 129833673362440656643086021354 5464
395224737190702179860343702770539217176283176752384674818467665405132000568127 14526 356082778577134275778960917363717872146844090 12245,
534301465495853710507522796892585235420159561121290219608640344 181598 13628774771309%60518707211345999508372578043551055731732816096314
859502445545534630830264252230825334468503526193118817101000313783875288658753320838 1420617177663 1473035982534 3042875546873 11505628634
BE2353787503751957781857780532171226806613001927876611195305216420198938055257201065485863278865936 15338 1827963230301552035301852968%
Q57736225004 1380 12487 21775283479131515574857242454 150635950825533 11686 172785588307 509838175463746453531925506040092770167 1133009848524
4012858361603563707660104710151942555506 198946767537440448255379774726847 104047534646 20804 6684250063491 2833 136770289831521047521620564
96602405803815019351125338243003558764024749647326301419927260426992279678235478 163600934 1721641215524 586315030286 18257455570674 983854
05454588586926955630527210797509302855321165344087202755960236480665499 1 1988 183479775356636380742654 25278625518 1841757467 283087777279
380008164706001614524515217321721477235014144197356854816136115735255213347574 18494684 38523323907354 1433345477624 168625 1898356948556 24
0992192221842725502542568876717904534601653466804 98862723273 1756085784 38382796757668 1454 100953883786360950680064225125205117352584 85604
B4128488626945604241965285022210661186306744278622033 1349450471237 1378636095636437191728746776465757396 24 13890865832645995813350473024

75501

® Voici de jolies factorisations, mais Maple ne dispensera pas de I'étude en classe des
identités remarquables.

factor(x"8-1) ;

(=1 x4+ 1) (x°+ 1) (x + 1)
> factor(x"8-1,TI);

(4 D) (=x 2+ D (=x 4 D x4+ D (= 1) (1)

> factor (x*x-5*x+6) ;

(x=2)(x—-3)

® La forme explicite de la suite de Fibonacci donnée sous forme de récurrence linéaire
{ Ug = (), Uy = 1
Uy = Up_1+ Uy, pOurn =2

Claude Poulin, Groupe de réflexion-production - Nouméa 2010 - CALCUL FORMEL NOUMEA 04.docx - 7/ 10



> fi=rsolve({u(n)=u{n-1)+u(n-2) a(0)=0,a(l)=1},u);

g:=unapply(f,n): g(5);

SRR o M e v}

> simplify(");

> normal (",expanded) ;

—J5+1

J5+1
—1+%1E —1—%1/5

32 - 32
~5+1° @5+’

20450

W5 -1 ¢f5+0°

® La loi de Snell-Descartes peut s'adapter au sportif étant sur un radeau de la baie des
Citrons et devant rejoindre sa voiture sur terre ferme en un temps minimum

La distance Radeau-bord
3 de mer RI=k1
A La distance bord de mer-
Auto = SJ =k2
La vitesse dans 'eau est
V, et surle sol V,
Il s’agit de trouver le point

N P J  de sortie de I'eau S tel
R 5 i 4 que le trajet soit le plus
' court possible, autrement
dit minimiser
k + k
cos(a).Vy  cos(B).V,

a et B sont liés puisque HA est constant

(inspiré J.P Roy - EPI n° 10)

finalement on retrouve :

- restart:

t:=kl/cos{alpha) /v1+k2/cos(beta(alpha))/v2;
z:=kl*tan(alpha)+k2*tan(beta(alpha)) ;
ki k2
= —
cos(t) vl cos(Pic)yvz
z =i tanfae) + X2 tan Ble))

> eql:=diff(z,alpha)=0;

el =kl (11 tan(e)®) K2 (1+ tan( e ))®) (% B(&)]: 0

> eq?2:=diff(t,alpha)=0;

Iz}
k2 -
ke sinf o) sin( BLoct) [BC}L [3((1)}
agl = 5 + 5 =0
cos()” vl cosl Bla))” v2
> eq3:=solve(eql, diff(beta(alpha),alpha)):
> eq3:=simplify(");
kel cosl [3(06))2
egl =——————— —

k2 :os(oL)2

> subs(diff(beta(alpha),h alpha)=eq3,eq?2):
> simplify(numer (lhs("))/kl),

sinf o) w2 — sin Bac)) vl
sin(B) _ vy
sin (a) - vy

ou bien en posant RI = x et RH=d

LR g R AN S ]

> ti=x-Ssqrt(k1**2+x**2) /vl+sqrt (k2**2+ (d-x) **2) /v2;

Jrtest Jeea-o?
x4 ———
vi v2

¢
> diff(t(x),x);
k3 1 —2d+2x
+2
\/chzw.z vl «\/k22+d272dx +x2v2
> subs (1/sqrt (k1**2+x**2)=sina/x, ") ;subs (1/sqrt (k2**2+ (d-x)**2) =sinb/(d-x) , ") ;
sing 1 -2d+2x

sa 1 cdtir
T
v i 2aren® 2

st 1anh (-2d+21)
vl 2 (d-x)v?

> simplify(™)
—ging v2 + sinb vi

B v2vl
> expand(");

le zéro de la dérivée ... (a compléter avec le signe
de t”

Normale au point

Rayon incident d'incidence

O:

milieu d'indice n1

T T 7
milieu d'indice n2 7

Rayon réfracté

loi de Snell, version optique
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® Cette conjecture de Fermat « les entiers 2™ + 1 sont premiers » s’est avérée fausse.

with (numtheory):
for i from 0 to 6

do
F(i)=ifactor(F(i))
od ;
3=1(3)
3=1(3)
17={17)
257 =257

65537 = (65537)
4294967297 = (641) (6700417
18446744073708551617 = (67280421310721) (274177}

® Deux échelles mesurant 2 et 3m sont placées dans un couloir aux murs verticaux et au sol horizontal.
D

E

A
EF = 1 m. AF=y, FB=z. Quelle est la largeur x du couloir ?
>

> f=zolve {({x=y*sgqrt{d.0-x¢x) x=2bsqrt(9.0-x0%x)  x=y+2} , fx, ¥, 2}, {x=1..0}});
{r=1231185724 = = 4500403039, p = 72114541001

® Une chévre est attachée au bord d’'un champ circulaire de rayon 1. Quelle doit étre la longueur L de la corde
attachée en A pour que la chévre ne broute que la moitié du champ ?
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La chévre!
Rayron du charap de centre O: 1
longeur de la corde attachée an point & sur la circonférence : L
é lextrérnité de sa corde la chévre coupe b cercle en Boet © et le diawétre (Of) en D
DAB estisocéle  les angles OAR et ADE meswrent alpha et beta
> restart;
fzolve ({2*alpha+heta=Pi,sin{beta) = L*sin(alpha), beta+L*L*alpha - sin{beta) = Pif2?},{alpha,beta L}, {beta=0.5..1.5});
§L= 1158728473, .= Q5224TER4E, b= 1 235806024}

® Ecrire une fonction f qui associe a I'entier n la somme des cubes des chiffres utilisés dans I'écriture de n en

base 10.
Ecrire un programme permettant de déterminer tous les entiers n < 1000 tels que f(n) = n.

> f:=proc (n)

local z,=.k:
EI=T
g:=0:
k:=0;
while {z>-0)
o k:=irem {(z,10, '2'}); =:=8 + k¥*3: od;
BETURH (=) ;
end:
:}- £(12);
L Q
> for j from 0 to 1000
do
if £43) =13
then print (j):
fi:
o ;
1]
1
153
3
3
4ani
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